Posloupnosti



Definice posloupnosti

o Kazda funkce, jejimz definiénim oborem je mnozina N
vSech pfirozenych Cisel, se nazyva nekonecna
posloupnost.

o Kazda funkce, jejimz definicnim oborem je mnozina
v3ech pfirozenych ¢isel N<=N, kde n,je pevné

daneé Cislo z N, se nazyva konecna posloupnost.




Zapis posloupnositi

e Posloupnost ( nekonecnou ) zapisujeme

()

Posloupnost koneChou zapisujeme

(@, ):-.

nebo (a,,a,, ..., a).



Cleny posloupnosti

* Funkéni hodnoty posloupnosti se nazyvaji cleny
posloupnosti; funkéni hodnota posloupnosti v
bodé n € N se nazyva n-ty Clen posloupnosti a
znaci se a,,.

e {. a, prvniclen

a, druhy Clen

a, n-ty Clen



Urceni posloupnosti

1. Vyctem prvkd — z uvedeni nékolika prvnich ¢lenu
vyplyva, jak utvofime dalsi ¢leny

Priklady:




Urceni posloupnosti

Vzorcem pro n-ty ¢len — jednotlivé ¢leny posloupnosti
vypocitame dosazenim do vzorce

Priklad :
Urcete prvnich pét ¢lenu posloupnosti :
a, =/ -5

a,=2 a =9 a; = 16
a, =23 a;=30



Urceni posloupnosti

3. Rekurentnim vzorcem — je urcen prvni ¢len nebo nékolik
prvnich ¢lenu a vzorec, ktery udava, jek se vypocita
kterykoli €len posloupnosti pomoci ¢lenu
predchazejicich.

Priklad : Napiste prvnich pét ¢lenu posloupnosti dané
rekurentne :

a=3 , a., =2a-1.
a;:2a1—1:_2.3—I:5
a;=2a,—-1=2.5-1=9
a,=2a;—-1=2.9-1=17
a;=2a,—-1=2.17-1=33



Urceni posloupnosti

4. Graficky — grafem posloupnosti je vzdy
mnozina navzajem izolovanych bodu.
Posloupnost muzeme znazornit graficky bud' v
soustaveé souradnic nebo na primce.




Vlastnosti posloupnosti

Monotonnost posloupnosti

Posloupnost (a, )z, se nazyva rostouci, praveé kdyz
provsechnaneNplati: a,; > a,

Posloupnost @) se nazyva klesajici, pravé kdyz
provSechnane Nplati: Q.4 <a,




Vlastnosti posloupnosti

Pro zjistovani, zda je posloupnost rostouci nebo klesajici,

je vhodné pouzit tuto pomucku, ktera vyplyva z uvedenych
definic :

Posloupnost (a,)", se nazyva rostouci, pravé kdyz
provSechnaneNplati: a,—a,>0

Posloupnost (a,)r., se nazyva klesajici, pravé kdyz
provSechnane Nplati: &,;—-a,<0



Vlastnosti posloupnosti

Priklad :
Zjistéte, zda je posloupnost rostouci Ci klesajici :

(2+n),

a,=2+n a,,=2+(n+1)=n+3
a.,-a, =3+n—-(2+n)=1 >0— dana

posloupnost je rostouci




Vlastnosti posloupnosti

Posloupnost (a.) se nazyva neklesajici, pravé
kdyz provsSechnane N plati: a,.; 2 a,

Posloupnost (a,)”, se nazyva nerostouci, pravé
kdyz provSechnane Nplati: a,.; = a,




Vlastnosti posloupnosti

Omezenost posloupnost

Posloupnost (an)::l se nazyva shora omezena,pravé kdyz

existuje realné ¢islo h takové, ze pro vSechnane N je:
a,  <nh

n

Posloupnost (&, ). se nazyva zdola omezena, pravé kdy?

existuje realné Cislo d takové, ze pro vSechnane N je:
a, =2d

Posloupnost se nazyva omezena,praveé kdyz je shora
omezena a zdola omezena.




Vlastnosti posloupnosti

Priklad : Rozhodnéte, zda je dana posloupnost omezena shora a

zdola. Svoje tvrzeni dokaZte. (ij i
n n=1

VypiSeme nékolik ¢lenu dané posloupnosti : 1,% % %

Hodnoty ¢lenu se snizuji, zda se tedy, ze posloupnost je
omezena shora Cislem 1 . Dokazeme :

— < 1/.neN
N

1<n
Nerovnici jsme feSili v mnoziné prirozenych Cisel a pro kazdé

pfirozené &islon plati N=1 | nerovnice je tedy splné&na pro
vSechna pfirozena Cisla a posloupnost je shora omezena.



Vlastnosti posloupnosti

Hodnoty ¢lenu se snizuji, zda se tedy, ze posloupnost je

v s s~ ] 1
omezena zdola Cislem 0 . Dokadzeme : 2 >0/ .neN

n

1 >0
Upravou nerovnice jsme dospéli k pravdivému vyroku. Nerovnice je

tedy splnéna pro vSechna prirozena Cisla a posloupnost je zdola
omezena.

Zavér . Dana posloupnost je omezena zdola i shora je tedy
omezena .



Aritmeticka posloupnost

Definice :

Aritmeticka posloupnost je posloupnost Cisel, ve které
rozdil libovolného €lenu s ¢lenem predchazejicim je
konstantni €islo zvaneé diference — d.

Vzorce :
Rekurentni vzorec: a,.,—-a,+d
Vzorec pron-ty¢len: a,=a, +(n-1)d

Vzorec pro libovolné dva ¢leny r, s e N : a=as+(r-s)d



Aritmeticka posloupnost

v Vd v o . —_— n
Vzorec pro soucet prvnich n clenu : S, = E(a1 + an)

Priklady:

1. V aritmetickeé posloupnosti je dano : a, = -4, d = 3. UrCete prvnich
pét Clenu a dale urCete dvacaty Clen.

a) Pro vypocet a, az a; pouzijeme rekurentni vzorec: a,,,=a,+d

a=-a +d=-4+3=-1
a;=a,+d=-1+3=2
a,=a;+d=2+3=5
a:=a,+d=5+3=8



Aritmeticka posloupnost

b) Pro vypocet a,, pouzijeme vzorec pro vypocet n-tého Clenu:
a,=a,+(n-1)d t. a,=a+(20-1)d
ay=-4+19.3 =-4+57=53

2. V aritmeticke posloupnosti je dano : ag =9, a,; = 20. UrCete S,,.
a) pro vypocet diference pouzijeme vzorec pro dva libovolné

Cleny :
a = a,+ (r-s)d
a,;= ag+ (17 -06)d
20 = 9 + 11d
d=1




Aritmeticka posloupnost

b) pro vypocet prvniho ¢lenu pouzijeme vzorec pro vypocet n-tého

Clenu: a,=a, +(n-1)d
a; = a; + (6-1)d
9=4a,+5.1
a,= 4

c) pro vypocet dvoustého Clenu pouzijeme opét vzorec pro vypocet
n-teho clenu: a,=a,+(n-1)d
Ay00 = a; +(200-1)d
Qo = 4+199.1
8y00_= 203



Aritmeticka posloupnost

d) Pro vypocet s,,, pouzijeme vzorec

Sn = g(al + a'n)

200
S0 = 7 (ai T a200)

S, = 100( 4 +203)
S0 = 20 700




Aritmeticka posloupnost

3. UrcCete, kolik prvnich €lenu aritmetické posloupnosti
dava soucet 132, je-lia, = 15,d = 3.

Redeni :
a) pro vypocet prvniho ¢lenu pouzijeme vzorec pro
vypocet n-teho cClenu:

a,=a;+(n-1)d
a, = a,; + 3d

15 =a,+3.3
a,= 6



Aritmeticka posloupnost

b) ze vzorce pro n-ty ¢len vyjadifime a, a dosadime do vzorce pro
soucet prvnich n ¢lenu

n
Sn:2_(al+an)
a, = a;+(n-1)d s. = 2 (a,+3+3n)
a, =6 +(n-1).3 2
a = 6+3n-3 132 =2—(6+3+3n)
a8, = 3 + 3n 264 =n(9 + 3n)
264 = 9n + 3n?
3n? +9n - 24 =0

n? + 3n-8 =0

vyfeSime kvadratickou rovnici n?+3n - 88 =0
ziskdvame feSeni n, = 8 a n, = -11, protoZze n € N, feSeni
n, nevyhovuje. Soucet prvnich osmi Clenu je 132.



Aritmeticka posloupnost

4. UrcCete prvnich pét ¢lenu aritmetické posloupnosti, ve které plati :
a;+a,+8=0
agt+ta, -a,=1
Reseni :
v dané soustaveé rovnic vyjadfime kazdy Clen na levé strané
pomoci prvniho Clenu posloupnosti a, a diference d ( pouzijeme

vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti)

a,+2d +a,+11d+8 = 0
a1+7d ta, - a,-3d =1
2a, + 13d +8 =0
a, + 4d =1
Resenim soustavy rovnic je _d =-2,a=9
Prvnich pét ¢lenu posloupnosti 9 7,5,3,1.



Uziti aritmetické posloupnosti

1. Cast stfechy domu ma tvar lichob&zniku a je ji treba pokryt taSkami.
Vime, ze do fady u hfebenu se vejde 85 tasSek, do spodni fady pfi
okapu 102 tasSek. Pfitom tasky budou srovnany do fad tak, ze

v kazdé nasledujici radé bude o jednu tasku vice nez v radé
predchozi. Kolik je tfeba taSek na pokryti ¢asti stfechy ?

Reseni :

Pocty tasek v jednotlivych fadach tvofi prvni ¢leny aritmetické

posloupnosti s diferenci rovnou jedné. tzn.

a, =85, a,=102,d=1 — dosadime do vzorce pro soucet
prvnich n ¢lenu

s =0 +a)




Uziti aritmetické posloupnosti

nezname n ( které vyjadruje pocet fad ) k vypoctu vyuzijeme vzorec
a, = a+(n-1)d

102 = 85+(n—-1).1 ;

n =18 — dosadime do vzorce S, = E(a ta )
S, = %(85 +102)
s, = 1683

Na pokryti prislusné Casti stfechy je tfeba 1 683 tasek.



Uziti aritmetické posloupnosti

2. Velikosti stran pravouhlého trojuhelniku tvofi tfi po sobé jdouci ¢leny

aritmetickeé posloupnosti. UrCete velikosti odvésen tohoto
trojuhelniku, jestlize prepona ma delku 30 cm.

Redeni :
a) vyjadfime strany trojuhelniku jako tfi po sobé jdouci €leny
aritmetické posloupnostitp. ¢ =30cm, a=30-d,b=30-2d

b) pro strany trojuhelniku ABC pouzijeme Pythagorovu vétu
c> =a’+b?
302 = (30 — d)? + (30 - 2d)?
900 =900 -60d + d?+ 900 - 120d + 4d?
5d2 —-180d + 900 =0
d2—36d +180=0




Uziti aritmetické posloupnosti

Re3eni kvadratické rovnice jsou d, =30 d,=6
Re3eni d,=6 nevyhovuje zadani pfikladu tzn. d = 6
Strany trojuhelniku ABC maji tedy velikosti :

c=30cm, a=24cm,b =18 cm.




Geometricka posloupnost

Definice

Geometricka posloupnost je posloupnost Cisel, ve které
podil libovolného €lenu s Clenem predchazejicim je
konstantni Cislo zvane kvocient — g.

Vzorce :
Rekurentni vzorec: a,.=a,.q
Vzorec pron-ty ¢len: a,=a, g™

Vzorec pro libovolné dva Cleny r, s € N : a =a,.qs



Geometricka posloupnost

Vzorec pro soucet prvnichnclena: g=1 s,=a;.q
q'-1
Zl=8 =
Priklady:

1. UrcCete prvni Ctyfi ¢leny geometrické posloupnosti a dale urCete
desaty €len a soucet prvnich osmi Clenu, je-lidano : al =-4,
q="%.

Redeni :
a) Pro vypocet a, az a, pouzijeme rekurentni vzorec: a,,; = a,.q




Geometricka posloupnost

a2 = al. q - '4 . ]/2
a3 = a.2 . q - '2 . 1/2
a4 = a3 . q - '1 . 1/2

-2
-1
Y2

b) Pro vypocet a,, pouzijeme vzorec pro vypocet n-tého
Clenu: a,=a,.qg"!

;0= a;. g%t
o = -4 . (¥2)°



Geometricka posloupnost

c) pro vypocet souctu prvnich osmi ¢lent pouzijeme vzorec :

Sn:alq _1
q-1
8
(3)
Sg = —4. 1
— =1
2
1 —
_ 2
Sg -4, 5?1
2
255
88:——



Geometricka posloupnost

2. V geometrické posloupnosti je dano : a; =18, a; = 162. UrCete
soucet prvnich osmi ¢lendu.
Reseni :

a) ze vzorce pro dva libovolné Cleny urCime kvocient
a=ag.q"s
az = a,.0?
162 =18.¢?
9 = ¢?

tj. ziskavame dvé posloupnosti 1. posloupnostpro g =3
2. posloupnost pro q = -3



Geometricka posloupnost

b) ze vzorce pro n-ty ¢len vypocCitame pro obé posloupnosti a;:

a,=a; q"!
a;=a;.0°
18=a,.9
a,=2

c) Ze vzorce pro soucet prvnich osmi ¢lenu vypocitame soucet
1. posloupnosti tj. pro q =3
q' -1
q_
5 -1

—=2
% 3-1

S =a.

.6561—1 — 6560




Geometricka posloupnost

d) Ze vzorce pro soucet prvnich osmi €lenu vypocitame soucet
2. posloupnosti tj. pro g = -3

_, 91
S
8
%=2(3) 1=2656}1:—328(
-3-1 -4
3. V geometrické posloupnosti plati: a, - a, = 60
a, - a;g = 15

Urcete a,, Q.



Geometricka posloupnost

Reseni :
V soustavé rovnic vyjadiime Cleny a, az a, pomoci prvniho €lenu a
kvocientu a provedeme upravy pomoci vytykani. Pak z druhé rovnice
vyjadfime al a dosadime do prvni rovnice a vypocitame kvocient.
a, dopocitame dosazenim do vyjadreni.
a,;q - a,0° = 60
a, - a,0° = 15
a,0(1-g°) = 60
a1-9g9) =15 — a; = 15/(1-¢q?)
q=4 a, = -1




Uziti geometrické posloupnosti

1. Pravidelny prirustek nebo ubytek
oznacime : a, — pocatecni hodnota
a,, — hodnota po n obdobich
n — pocet obdobi
p — procenta

pravidelny prirdstek o p % pravidelny pokles o p %

pY ”
a, = ao(l-l-—j = (1—_pj
100 % =% 100




Uziti geometrické posloupnosti

Priklady :
1. Hodnota ro¢ni vyroby podniku je 2 miliony K&. Pramérny rocni
prirastek Cini 2%. Jaka bude hodnota vyroby na konci patého roku?

oznacime : a, = 2 miliony K¢
pP=2%
n=>5let

dosadime do vzorce pro pravidelny prirastek

a, m{h%}

5
a, = 2000000( 1+ -2
100

a; = 2000000.1,10408
a; = 2208161,606



Uziti geometrické posloupnosti

2. Ve mésté kazdorocné pribyva prumérné 4,5% obyvatel.Za jak
dlouho Ize oCekavat, ze se pocet obyvatel zvysi o 30% ?

oznacime : a,=ay+ 0,30a,=1,3a,
p=4,5%
dosadime do vzorce pro pravidelny prirustek :

a, = a0(1+ 10'(3) j

1,3a, = a0(1+ ﬂj [ a,

100
1,3 = 1,045 " /log aritmujeme
log 1,3 = log 1,045 "
log 1,3 = n.log 1,045
log 1,3
log 1,045
n=>59%




Uziti geometrické posloupnosti

. Urokovéni vkladd

- kapital ( K) nebo jistina (j) = puj¢ena nebo vlozena Castka

arok () =vySe odmény vyjadiena v procentech

urokova mira (p) - udava, kolik procent z jistiny €ini urok za
jedno urokovaci obdobi

urokovaci obdobi — muze byt rocni (p.a.) , pololetni (p.s.),
Ctvrtletni (p.q.)

urokovaci doba (t) = skutecna doba, na kterou je poskytnuta

pujcka nebo vlozen vklad
dan z uroku (d) - odvadi banka statu




Uziti geometrické posloupnosti

Vypocet dnu urokovaci doby
Vyuzivame tyto zasady
a) kazdy urokovaci mésic ma 30 dnu
b) udrokovaci rok ma 360 dnu
c) ze dvou hraniénich dnu ( den vkladu a vybéru) se zapocitava
pouze jeden den
d) pocet dnu (t) trokovaci doby se vypocita podle vzorce
t=(m,-m1).30 +(d,—-d,)
m, — mésic vybéru vkladu nebo splaceni pujcky
m; — mésic vkladu nebo zfizeni pujcky
d, - den vkladu nebo zfizeni pujcky
d, - den vybeéru vkladu nebo splaceni pujcky




Uziti geometrické posloupnosti

Predpoklad : 1. Dan z uroku je 15%
2. Vkladatel cely vklad i s uroky ponechava po celou
dobu v penéznim ustavu a dalSimi vklady ho
nezvysuje

Jednoduché urokovani

- Urok se vypocitava na konci kazdého trokovaciho obdobi z
puvodni vlozené Castky

- Vzorec: K, =K, (1+k t/360.p/100)

k = zdanovaci koeficient napf.: pfi dani z uroku 15% k = 0,85



Uziti geometrické posloupnosti

Priklad:

Pan Novak ulozil dne 27. 1. na vkladni knizku bez vypovédni lhaty
castku 52 000 K€ . Dne 14. 9. penize vyzvedl. Banka urocila vklad
v den vybéru, urokova mira je 2,1% , dafn z aroku je 15% . Kolik
korun pan Novak obdrzel ?

Reseni:

a) Vypocet dnu urokovaci doby: t=(m,-m1).30 +(d,-d,)
t=(9-1).30+(14-27)
t=8.30-13=240-13
t =227 dnu




Uziti geometrické posloupnosti

b) Vypocet vyplacené ¢astky : t=227 dnu
p=2,1%
k=0,85

Ko =52 000 K&

K. =K,(1+Kk. t/360 . p/100)

K. =52 000(1 + 0.85. 227/360 . 2,1/100)
K =52 000 .1,0112554

K = 5258528 K&

—0n.




Uziti geometrické posloupnosti

Slozené urokovani
- Uroky se pfi¢itaji k pocateénimu kapitalu a spolu snim se dale tro&i
- Vzorec: K, =K (1+k p/100)"

Priklad:

Podnikatel si ulozil 100 000 K¢ do banky na terminovany vklad na

3 roky s roénim trokem 14%. Urokovaci obdobi je &tvrt roku, dari z
uroku je 15%. Jakou €astku bude mit v bance, nebude-li vybirat vklad
ani uroky?



Uziti geometrické posloupnosti

Reseni:
a) vypocet urokovacich obdobi —n
urokovaci obdobi je Ctvrt roku tzn. za 3rokyjen=4 .3 =12
b) vypocet Urokove miry - p
14% je roCni urok tzn. Pfepocitame ho na urokovaci obdobi Ctvrt
roku tj. p=14% :4 =3,5%
c) zdanovaci koeficient k = 0,85
d) dosadime do vzorce pro slozené uroceni :
K, =Ky(1+k. p/200)"
K, = 100 000( 1 + 0,85. 0,035 )*?
K, = 100000 . 1,4216137
Ky, = 142 161,37 KC




