Analyticka geometrie

-Vektorova algebra

-Analyticka geometrie linearnich
dtvaru v roviné a prostoru

-Analyticka geometrie
kvadratickych utvaru
(kuzelosecky )



Soustava souradnic

Vzdalenost dvou bodu

Vektor a jeho velikost

Operace s vektory

Skalarni soucin dvou vektoru

Odchylka dvou vektoru

Linearni zavislost a nezavislost vektoru



Soustava souradnic

Soustavu souradnic zavadime takto:

=

Zvolime pocatek soustavy souradnic 0

2. Pocatkem 0 vedeme primky, které nazyvame osy
souradnic X, Y, Z.

3. Osy zorientujeme, tj. urCime kladny a zaporny smeér os
od pocCatku 0. Tim se osy rozdéli na kladnou Cast a
zapornou cast ( poloosu).Kladné poloosy oznacujeme
obvykle Sipkou.

4. Zvolime jednotky na osach.

Vyuzijeme kartézskou soustavu souradnic , ve ktere
jsou osy navzajem kolme a na vSech osach maji
stejné jednotky.



Podle pocétu zavedenych souradnic rozliSujeme:

Prostor na pfimce E, — jednorozmérny prostor — jedna osa X
Prostor v roviné E, - dvojrozmeérny prostor - dvé osy X,y
Prostor, v némz zijeme, E; - trojrozmérny prostor - tfiosy X,y , z

Bodu A pak pfifazujeme souradnice takto:

- v E, Cislo predstavuje jeho souradnici - zapiSeme A [ X,]

- v E, usporadanou dvojici tj. dvé soufadnice X,, Yy, - zapiSeme
AlXa,Yal

- v E; usporadanou trojici tj tfi soufadnice X, , Y., Z,— zapiSeme
Al XasYa Zal



Vzdalenost dvou bodu

V rovine

Pomoci sou fadnic bod G mazeme vypo €itat
jejich vzdalenost, ktera je rovna délce Use  €ky
AB.

Body A, B maji sou fadnice A[a ;a,],
B[byb,].

Jaké sou fadnice ma bod C?

Soufadnice bodu C ur éime z obrazku tj.
C[b,; a,], stejn é jako sou fadnice Use €ek
AC a BC.

|AC| = |b;—a| |BC| = |b,—a,]|

Podle Pythagorovy v éty plati :
| AB | = \/(bl_al)z + (by—a,)?

tj. vzdalenost dvou bod 1 v rovin é

Er)

El

v



ReSené pfiklady

1. Vypocditejte vzdalenost bodu K[5;7]a L[2; 11].
Redeni :
|KL|=V(2-5)2+(11-7)2 =V (-3)2+42 =5
2. Jsoudany body A[1;3],B[-1;x]. UrCete Cislo x tak, aby
|AB|=+5.
Redeni:
|AB| = v (-1-1)2+(x~-3)
V5 = A (-2)2+(x=3) /2
5 = 4+ x2-6x + 9

X2 -6Xx+8=0
X =4 x =2




ReSené pfiklady

3. Dokazte, ze trojuhelnik o vrcholech A=[0;0 ],B[3;1],C[1;7]
je pravounhly.

Reseni:
1. vypo €itame délky stran trojuhelniku

IAB| =V(3 - 02+(1-0)2 =v10

|IBC| =V (1= 3)2 + (7 -1)2=+40

IAC| =V (1-0)2 + (7 - )2 =50

2. vyuzileme Pythagorovu v__étu ( nejdelSi strana je p fepona)

|AC |2 = |AB > + |BC?
50 = 10 + 40
50 = 50

tzn. trojuhelnik je pravouhly



Vzdalenost dvou bodu
V_prostoru

» VVzdalenost bodu A[a,, a,, a;]a
B[Db,,b,, bs;] Vv prostoru je dana vzorcem

| AB | = \/(b1_a1)2+(bz_az)2+(b3_ag)2



Priklady na procviceni

1. Vypocitejte vzdalenost bodu
a) A[1;2:;3],B[0;-2;1]
b) C[-2;1;3],D[0;-1;2]

2. Vypocitejte obvod trojuhelniku ABC o vrcholech
Al[-4;2],B[0;-1], C[3;3].



1. Dokazte, ze trojuhelnik POR, P[2;0],
Q[-1:;3V¥3],R[5;3V3] jerovnostranny.

2. Na ose y naleznéte bod M, ktery ma stejnou
vzdalenost od pocatku 0O i od bodu

Al-8;-4].



Stred usecky

« Stfed S uUseCky AB déli useCku na dveé stejné casti.

« Stifed usecky AB v roviné
Pro stfed S[s1;s2] useCky AB,kde A[ai;az],B[b1; b2]plati:

a th a, +b,
s, =22
2 2

S.l.:

 Strfed UseCky AB v prostoru

Pro stfed S[s1;s2;s3] UseCky AB,kde A[ai;az;as],B[b1;b2;
bs] plati :

_ath _a*h, _3th
S = 5 S, = > S; >




Priklady na procviceni

1. Jsou dany body A, B. VypocCitejte
souradnice stredu S usecky AB

a) A[3;-2],B[5;4]
b) A[0;5],B[-3;-3]
c) A[1;-1;2],B[0;3;1]
d A[1;-3;-1],B[2;5;1]




Redeny pfiklad

» Vypocitejte delky téznic ta, tv,tc v trojuhelniku ABC,
kde A[2:4]1,B[3;2],C[-1:-6].

Reseni




1. Jsou dany body B, S. VypocCitejte
souradnice bodu A tak, aby bod S
byl stred usecCky AB.

a) B
b) B

1;1;3]

2;0;1]

;S
;S

-1;0;1]

-1;-3;-2]

2. Vypocitejte delky téznic trojuhelniku

PQR,

P[1;4], Q[-5;0], R[-3;-2].



* Orientovana UsecCka AB je useCka AB,
jejiz krajni body maji urcené poradi.

Bod A se nazyva pocéatecni bod, bod B se
nazyva koncovy bod orientované usecky.

« Graficky znazornujeme orientovanou

usecku jako Uusecku opatrenou Sipkou u
koncového bodu.



Zapis orientované usecky

1. v psaném textu oznaCime orientovanou
usecku Sipkou nad pismeny AB

2. V tiSsténém textu oznacime orientovanou
usecku tucnymi pismeny




Velikost orientované usecky

* Nulova orientovani usecka — je usecCka , kde pocatecni a
koncovy bod splyvaiji tj.
A=B.

* Velikost orientované usecky AB je rovna vzdalenosti
bodu A ,B.

« Velikost nulove orientované usecky je rovna nule.

/B

A




* Dve nenulove orientované usecky AB a CD maiji
stejny smér, jestlize
e - bud primky AB a CD jsou rovnobézné
ruzneé a body B,D lezi ve stejné
poloroviné s hranicni pfimkou AC

* - nebo primky AB a CD jsou totozné a
prunikem poloprimek AB a CD je opét
poloprimka



Vektor

* Nenulovy vektor je mnozina vsech
orientovanych usecek, které maji stejnou

velikost a stejny smer.

* Nulovy vektor je mnozina vsech nulovych
orientovanych usecek.




Zapis vektoru

* Vektory zapisujeme malymi pismeny

e - Vv tiSténém textu - tucné

e - V psaném textu - oznacime Sipkou



Umisténi vektoru

 Kazdou orientovanou usecku AB, ktera
predstavuje vektor u, nazyvame umisténim
vektoru U.

e Zapisem u = B — A vyjadfujeme, ze AB
je umisténim vektoru u.



Souradnice vektoru

e Je-li orientovana usecka AB umisténim vektoru
u, pak mezi souradnicemi bodu

Ala;, a,]a B[by, b,] asouradnicemi vektoru u
plati :

Zapisujeme U =(u,, Uu,)



Souradnice vektoru

e Graficky




Priklady

1.UrCete souradnice vektoru u = AB, je-lidano:
a) A[-3;4],B[-4;2]
b) A[-2; 5],B[ 4:;4
c) A[1:;-2],B[-3;1
d)Al 12]B[3 11]

2. V roviné jsou damy body A, B. UrCete Cislap, g
Vv jejich zadanich tak, aby platilo:

a) A[ 3;p],B[1;2],u=(q;-1)

b) A[ 2;1],B[1+p;3],u=(2;1-q)




Velikost vektoru

* Velikost vektoru u je delka orientovane usecky
AB : |u|=+Vu.2+u,?

|u | =V u?+ u,2+ ug?

Kazdy vektor, ktery ma velikost rovnu
jedné, se nazyva jednotkovy vektor.
jul=1




Priklady

1. Vypocitejte velikost vektoru
a) A[3;-5],B[12;7]
b) A[2;-3;-5],B[1;5;-1]

2. UrcCete zbyvajici souradnici vektoru u, je-li dano
ju|=34,u=(-16; u,)

3. UrcCete souradnici pocatecniho bodu A, vektoru
u= B — A avypocitejte velikost vektoru u :
u=(-15;8),B[-7;5]



1. Je dan kosoctverec ABCD s vrcholy
A[0;0],B[10;0],C[16;c,].
UrcCete souradnice vektoru u=C - A.

2. V prostoru urcete bod B=A +u, je-l
u=P-Q.PritomA[l1;2;-1],
P[O;1;1], Q[1;3;-2]




Operace s vektory

1. Scitani vektoru

Pro kazdé dva vektory u=(u,;u,), v=(Vvy;V,)
Vv roviné plati :

U+v=_up+vy;u+Vvy)

Pro kazde dva vektory u = (u;; U, ; Us,),
v =(Vy;V,;Vy)Vprostoru plati :

U+V=(Up+Vy;Up+V, U+ Vs)



2. Opacny vektor

Opacny vektor k vektoru u se oznacuje -u.

Opacny vektor ma stejnou velikost jako vektor u, ale
je snim nesouhlasné rovnobézny.

Pro vektor u = (uy;u,)Vvroviné plati -u =(-u, ; -u, ).
Pro vektor u = (uy;u,; us;) Vv prostoru plati

-U = (-Uy; -Uy; -Ug ).



3. Odcitani vektoru
Odecist vektor znamena pricist vektor opacny, tzn.

U-v=u+(-v)
Pro kazdé dva vektory u=(u;;U,), V=(V;;V,)
VvV rovine plati :

U-v =(Up-Vy;Uy-Vy)

Pro kazdé dva vektory u = (uy; u,; Us,),
v =(Vy;V,; V) Vprostoru plati :
U-V =(Up-Vy;Uy-Vy;Ug-Vs)



Soucet a rozdil vektoru

e Graficky




4. Nasobeni vektoru realnym Eislem k
Nasobkem vektoru u = (u, ; U, ) v roviné,
u=(u,;u,;us;)V prostoru, Cislem k je vektork . u .
Plati k.u=(k.u,;k.u,)Vvroving,
K.u=(k.u;;k.u,;Kk.uy) Vv prostoru.

Soucin vektoru u a Cisla k € R je vektor rovnobézny

s vektorem u, pro ktery plati :

1. k=0 tzn. k.u=0.u=o0 (nulovy vektor)

2. k>0 tzn. vektory u a k.u jsou souhlasné rovnobézne

3. k<O tzn. vektory u a k.u jsou nesouhlasné rovnobézne



Nasobeni vektoru realnym Cislem

e Graficky

k=3

Cv

k.u
k= -3




Rovnobéznost vektoru

 Dva vektory u av jsou rovnobezné

( kolinearni ) prave tehdy, kdyz jeden z nich je
nasobkem druhého, tj. kdyz existuje takove
realné Cislo k, ze plati :

u= k.v



Rovnost vektoru

 Vektory uav jsou sirovny u =v prave tehdy
kdyz se rovnaji jednotlivé souradnice :

e Vrovineg u=(Ug;Uy,), V=(Vy;V,)
U=v <=> U;=V; ; U, =V,

e Vprostoru u=(U;;U,;Ug), V=(Vy;Vy;Vy)
U=V <=> U;=V;; U, =V, ; U=V,



Vztahy mezi vektory

 Pro kazdé dva vektory ua v (vrovinéi
prostoru ) a Cisla k, | plati :

— u+v = v +u

—  (u+tv)+w =u+(v+w)

— O.u=o0 o = nulovy vektor
- -1.u = -u

— u+o=u

—  k(lLu)= (kl).u

— k(u+v)=Kku+Kkv

—  (k+1)u = ku +lu



Priklady

1. Vypocitejte soucet a rozdil vektort u av
je-li dano :
a) u=(6;-5),v=(4;3)
b) u=(-2;3),v=(4,;5)
c)u=(7;-3;4),v=(3;-2;-5)

2. Vypocitejte soucet a rozdil vektoru u av,
u=B-A, v=0Q-P,je-lidano:
A[3;-1],B[4;2],P[-1;2],Q[-2;-1]



Priklady

3. Jsoudany vektory: a=(1;0;-3),
b=(2;-4;3),c=(-5;3;-2)urcCete
souradnice vektoru :

a) u=a+b
b) v=a-b+c
c) w=3a-2b-c



Jsou dany vektory u=(3;-5),v=(-2.6).
Vypoclitejte souradnice vektord :

a) 2u

b) Fv

c) u-4v

d) 3u+2v

e) 1/3u+1/4v

f) 2(u-v) -3(u+v)




Uhel dvou vektor

Dva nenulové vektory u =B — A, v =C — A muzeme vzdy umistit
tak, aby mély spole€ny pocatecni bod. Pfi umisténi vektort u, v do
bodu A nastanou tyto moznosti :

1. vektory u a v jsou souhlasné rovnhobézne f{j. ¢=0°
U
: B
A v C
2. vektory u a v [sou nesouhlasné rovnhobézné tj. ¢ =180°

] >

B u A V (



Uhel dvou vektor

3. vektory jsou ruznobézné 0°< ¢ <180°




Skalarni soucin

o Skalarni sou€in u .v dvou nenulovych vektoru
je realne cCislo ( skalar), ktere je rovno soucinu
velikosti téchto vektoru a kosinu velikosti thlu o,
ktery tyto vektory sviraji :

u.v =J|uj.|v]|.cos@

Skalarnim souc¢inem u . v dvou nulovych vektoru
je realné Cislo 0.

u.v =0




Skalarni soucin

* Pravidlo pro vypocet skalarniho soucinu vektoru
u=(u;;U,), Vv=(Vy;V,) Vrovine:

Uu.v = uVvy+ UV,

Pravidlo pro vypocet skalarniho soucinu vektoru
u=(u;;U,;Us), V=(Vy;V,y;Vy)Vprostoru:

U.V = UyVq+ UV, + UV,



1. Vypocitejte skalarni soucin vektoru u, V je-li
dano :
a) u=(2;1), v=(-3;2)
b) u=(-1;-4),v=(-3;-2)
c) u=(3;-1;2),v=(-2;4,;3)
d u=(1;0;3),v=(3;2;1)

2. Jsoudany body A[3;2;1],B[1;-3;0],
C[0;2;5]. UrCete skalarni soucin vektoru
u,v,kde u=B-A, v=C-A.



Velikost uhlu dvou vektoru

* Pro dva nenulové vektory u = (u, ; U, ),
v = (V;;V,)Vrovine se velikost uhlu ¢ vypocita podle
vzorce :

- -

uv, +u,v,

\/u FUZ V2 +V2

CoS@ =

* Pro dva nenulové vektory u = (u; ; U, ; Us),
= (Vvy;V,;Vy) Vv prostoru se velikost uhlu ¢ vypocita
podle vzorce .

uv, +u,v, +u,v
cosg = 1v1 T M2 Vo 3V3

Vo
- 2 2 2 2 2 2




Priklady

1. Vypoditejte uhel dvou vektoru u , v, jestlize :
a u=(1;-2), v=(2;1)
b) u=(-2;-1),v=(1;3)
c) u=(2;-1;1),v=(2;3;-1)
d u=(1;2;-1),v=(-2;-1,;2)

2. Vypocitejte vnitrni dahly v trojuhelniku ABC,
jestlize A[-3;-5],B[2;-1],C[-1;3].



» Vypocitejte vnitrni dhly v trojdhelniku
ABC,
jestlize jeho vrcholy maji souradnice

A[l;2.-3],B[0:;1;2],C[2:1;11].

A@‘

|




Kolmost vektoru

* Dva nenulové vektory jsou k sobé kolmé pravé
tehdy, kdyz jejich skalarni soucin je roven nule.

U [v = uvt+uyv,=0



Priklady

1. Zjistéte, zda vektory u , v jsou kolme :
a u=(6;3),v=(4,-8)
b) u=(7;-3;-9),v=(-3;8;-5)

2. UrcCete souradnici v, vektoru v = (v, ; 6 ; -4 ) tak, aby
vektor v byl kolmy k vektoru

b=(1,-3;5).

3. Najdéte vektor u , ktery je kolmy k vektoruv =(3;4)
a ma velikost 15.



Linearni zavislost a nezavislost
vektoru

e Pro dva vektory

Dva vektory u, v nazyvame linearné zavisle, Ize-li jeden z
nich napsat jako nasobek druheho vektoru, tf u = kv .

Dva vektory u, v nazyvame linearne nezavislé, nelze-li
zadny z nich vyjadrlt jako nasobek druhého vektoru.




ReSené pfiklady

o Zjistéte, zda jsou uvedené vektory linearné zavisle.
1. u=(6:;-2),v=(-3:1)

Reseni:
u=K.v
u, = ky. vy u, =k, .v,
6 =k, .(-2) -3=k,.1
K, =-3 K,=-3

k, =k,  vektory u, Vv jsou linearne zavisle



ReSené pfiklady

2. u=(3:1:0), v=(2:1:-2)

Reseni
u==k.v
u, =Kk;. vq u, =K, . Vv, Uz = Ks . Vg
3 =2k, 1=Kk, 0=K;. (-2)
kK, =-3/2 K, = Ky =

ki #K, #k;  vektory u, v jsou linearné nezavislé



Linearni kombinace vektoru

Je dano n libovolnych vektora uy, u,...u,.
Kazdy vektor, ktery Ize vyjadrit ve tvaru
u =au,+au,+...+au,,
Kde a,,a,,...,a, Jsourealna Cisla,
nazyvame linearni kombinace vektoru
Up, U,...u,.



Linearni zavislost a nezavislost
vektoru

 Pro tfi vektory

Tri vektory u, v, w nazyvame linearné zavisle, lze-li
jeden z nich vyjadfrit jako linearni kombinaci zbyvajicich
dvou.Napr ve tvaru w =ku + lv

Nejsou-li vektory u, v, w linearné zavisle, nazyvame je
linearne nezavisle.




ReSené pfiklady

Zjistéte, zda jsou uvedené vektory linearné zavislé.

1. u=(12:1:14),v=(1:3:0), w=(2:1:2)

Reseni:
u=Kk.v+Il.w
12= k + 2
1=3k + |
14 = 2| — | =7
Ze 3. rovnice jsme vyjadfili | =7 , dosadime za | do prvni a do

druhé rovnice a vyjde k =-2
Vektory u, Vv, w jsou linearné zavisle.



ReSené pfiklady

2. u=(21:3:5),v=(1:3:-2), w=(-3:-9:6)
Reseni:
u=k.v+Il.w
1= k - 3l — k=1+3l
3= 3k - 9l
5= -2k + 6l
dosadime za k: do 2. rovnice do 3. rovnice
3=3+9|-9 5=-2-6l+6l
3=3 5=-2

Zjistili jsme, ze Cisla k , | neexistuji, tzn o linearni zavislosti Ci
nezavislosti nemuzeme zatim rozhodnout.( pokracujeme)



Pokracovani reseného prikladu

Zvolime jinou kombinaci vektoru : V=mu+n.w
1= m-3n — m=1+3n
3=3m -9n
-2=5m +6n
dosadime zam : do 2. rovnice do 3. rovnice
3=3+9IMm-9m -2=5+15n + 6n
3=3 -1/3 =n

Zjistili sme, ze Cisla m ,n existuji m=0, n=-1/3 tzn. plati

v=0u-1/3.w — v=-1/3w

Vektory u, v, w jsou linearné zavisle.



ReSené pfiklady

Zjistéte, zda jsou uvedené vektory linearné zavisle.

3. u=(0:0:1),v=(2:1:1),w=(1:1:1)

Reseni:
u=Kk.v+l.w
0=2k + |
0= k + | — k=0
1= k + | — k=1 tzn. spor
Zjistili jsme, ze Cisla k , | neexistuji.
Zvolime jinou kombinaci vektoru V=Mmu+n.w
2 =n
1 =n tzn. spor
1 =m+n

Zjistili jsme, ze Cisla m , n neexistuji.
Zvolime jinou kombinaci vektoru



Pokracovani reseného prikladu

Zvolime jinou kombinaci vektoru W=p.v+dg.u
1 =2p — p=1/2
1 =0p — p=1
1=p+q — p=-q spor

Zjistili jsme, ze Cisla p , q neexistuji.

Vektory u, Vv, w jsou linearné nezavisle.



Priklady

Zjistéte, zda jsou uvedené vektory linearné zavisle.
a) u=(3;1;0),v=(21;-2),w=(0;1;4)

b) u=(1,-2;3),v=(2;-1;5), w=(-1;-4;-1)

c) u=(1;6;0),v=(2;0;1), w=(0;-2;3)



