12 Vyrokova logika

Vyrok, vyrokova formule

V dal§im textu jsou shrnuty zékladni pojmy dvou ¢asti matematické logiky:
1) vyrokové logiky  (pracujeme s vyroky)

2) predikatové logiky (pracujeme s vyrokovymi formami)

Zakladnim pojmem vyrokové logiky je vyrok.

Vyrok = kazdé srozumitelné sdéleni, o kterém ma smysl ftici, ze je bud’ pravdivé a nebo

nepravdivé.

(Neni dilezité, zda to mohu rozhodnout pravé ted’, ale zda ma smysl o pravdivosti

rozhodovat.)

Ptiklady vyroki: Venku pada snih.
Bavi mé matematika.

20. 5. 2005 bude destivo.

Cislo 7 je délitelné 4.

Vyroky oznacime vyrokovymi proménnymi. K oznaceni budeme pouZzivat mald pismena

Vyroky mohou byt pravdivé nebo nepravdivé. Jednotlivym vyrokiim pfifadime jejich

pravdivostni hodnotu.

Ph...... pravdivostni hodnota vyrok je pravdivy Ph(@=1
vyrok je nepravdivy Ph(b)=0
Ke kazdému vyroku lze vytvofit jeho negaci.

puvodni vyrok ....... p negace vyroku ........ - p

Negace vyroku = vyrok, ktery je nepravdivy, je-1i vyrok p pravdivy, a ktery je pravdivy, je-li
vyrok p nepravdivy.
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Slozené vyroky — vznikaji ze dvou a vice vyrokl pomoci logickych spojek (zapisuji se pomoci

Sfunktorii).

KONJUNKCE ...cvveevveeeciie s A (¢teme: p a Q)

Konjunkce vyrokt p, q = vyrok, ktery je pravdivy pouze tehdy, jsou-li pravdivé oba vyroky p,
g.

p q PAQ

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 0
DiSJUNKCE ...ccvveevevveiecriesiienns v + (¢teme: p nebo q)

Disjunkce vyroki p, q = vyrok, ktery je pravdivy pravé tehdy, kdyz alespon jeden z vyroku p,
q je pravdivy.

Ostra disjunkce ..................... v (¢teme: bud’ p nebo q)

Ostra disjunkce vyrok p, q = vyrok, ktery je pravdivy pravé tehdy, kdyz je jeden z vyrokt p,
q pravdivy a druhy nepravdivy.

p q pvq P q pvq
1 1 1 1 1 0
1 0 1 1 0 1
0 1 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0
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Srovnejte vyznam spojky ,,nebo* v bézném jazyce (Vecer ptijdu do kina nebo se budu divat

na televizi.) a ve vyrokové logice.

Implikace .........c.ccocvveevinee => (Cteme: jestlize p, potom Q)

Implikace vyrokt p, q = vyrok, ktery je nepravdivy pouze tehdy, kdyz je vyrok p pravdivy a
vyrok q nepravdivy.

P q pP=q
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Zamyslete se nad tim, ktery den v tydnu je vyrok , Jestlize je dnes sobota, mam chobot.

pravdivy.

Ekvivalence .........cccccoeuene.. <=> (¢teme: p pravé tehdy, kdyz Q)

Ekvivalence vyrokt p, q = vyrok, ktery je pravdivy pouze v piipadech, kdy oba vyroky p, q

maji stejnou pravdivostni hodnotu.

P q p<=q
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Vsimneéte si toho, Ze ekvivalenci Ize chapat jako ,, oboustrannou implikaci*.
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p Q pP=q g=p | (P=a9)A(G=p)
1 1 1 1 1
1 0 0 1 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1

Abeceda vyrokové logiky

- urcuje, jaké symboly miizeme pouzivat k vytvareni slozitéjSich vyrok.
Znaky pro vyrokové proménné p, q, 1, S, ..........

Znaky pro konstanty (P......... pravdivy vyrok, N......... nepravdivy vyrok)
Znaky pro funktory A,v, v, =, &, =

Pomocné znaky (), [ ], { } «oveeevveennen. zavorky

Pomoci téchto znakli miZzeme tvofit vyrokoveé formule.

Naptiklad: = (pA Q) =T je vyrokova formule

- = (pv) neni vyrokova formule (Jsou pouzity znaky z abecedy vyrokové logiky, ale

nemaji ,,spravné* poradi.)

Nasledujici definice urcuje, kdy uzitim znaki vyrokové logiky vznikne vyrokova formule.

Def. Vyrokova formule
Kazd4 vyrokové proménna p, q, t....... je vyrokovou formuli.
Konstanty P, N jsou vyrokové formule.

Jestlize néjaké vyrazy a, B3 jsou vyrokovymi formulemi, potom i vyrazy — a, o A f3, oV

B, av P, oa=pao< P jsouvyrokové formule.

Zadné jiné vyrazy nejsou vyrokové formule.
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Pravdivostni ohodnoceni vyrokové formule

Podle definice kazda vyrokova formule obsahuje vyrokové proménné. Napiiklad formule

(= pvVv Q) = (- qA p) obsahuje proménné p, q.

Provedeme pravdivostni ohodnoceni vyrokové formule, tj. za proménné dosadime jejich

pravdivostni hodnoty. VSechny vzdjemné moznosti pravdivostniho ohodnoceni uvedeme

v tabulce. Jestlize vyrokova formule obsahuje n proménnych, bude mit tabulka 2" fadkd.

(=p v A = (04 A
01 10" o o

0O 0 0 1 1 1

Pti vyhodnoceni mohou nastat 3 moznosti:

P)

Pro vSechny pravdivostni hodnoty vyrokovych proménnych vznikne z vyrokové formule

vyrok pravdivy. Takova vyrokova formule se nazyva tautologie.

Pro vSechny pravdivostni hodnoty vyrokovych proménnych vznikne z vyrokové formule

vyrok nepravdivy. Takova vyrokova formule se nazyva kontradikce.

Pro nékteré pravdivostni hodnoty vznikne vyrok pravdivy a pro nékteré nepravdivy. Takova

vyrokova formule se nazyva splnitelnd formule

Jaky typ formule je uveden v ptikladu? Pro které hodnoty vyrokovych proménnych

dostaneme pravdivy vyrok?

Matematizace realné situace

(uziti pravdivostniho ohodnoceni pfi feseni slovnich tloh)
Postup:

pfevedeme text z béZného jazyka do jazyka vyrokové logiky,

provedeme pravdivostni ohodnocenti,
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vysledek prevedeme zpét do bézného jazyka.

Pt. V diln¢ pracuji tii stroje podle téchto podminek:
Pracuje-1i prvni stroj, pracuje i druhy stroj.

Pracuje druhy nebo tfeti stroj.

Nepracuje-li prvni stroj, nepracuje ani tfeti stroj.
Rozhodnéte, jaké jsou moznosti pro praci téchto tii stroji.
Resent:

a) zavedeme vyrokové proménné:

A eereeerre e pracuje prvni stroj
Do pracuje druhy stroj
(o pracuje tfeti stroj

Podminky vyjadifené v textu ulohy zapiSeme jako vyrokové formule.

a=b 2)bvece y—a=>-—cC

b) provedeme pravdivostni ohodnoceni vyrokovych formuli:

a => b |b v ¢ |-a = —cC
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Protoze vSechny tfi podminky maji byt splnény soucasné, vybereme tadky, ve kterych je u

vsech formuli pravdivostni hodnota 1. (V tabulce jsou tyto fadky vyznaceny barevng.)

Zjistime, jaké jsou na vyznacenych fadcich pravdivostni hodnoty proménnych a, b, c. Podle

toho zformulujeme odpovéd’:

Jsou tfi moznosti pro praci stroju:

pracuji vSechny tfi stroje,

pracuje prvni a druhy stroj, nepracuje tieti,

prvni a treti stroj nepracuji, pracuje druhy stroj.

Logicky ekvivalentni formule

Necht a, B jsou vyrokové formule. Jestlize oo << B je tautologie (tj. o i B maji stejné

sloupce pravdivostnich hodnot), fikdme, Ze a, B jsou logicky ekvivalentni.
Zapis: o~ B
Pt. Zjistéte, zda je vyrokova formule — (p A q) logicky ekvivalentni s vyrokovou formuli

—PVv—-q.

Zavér: Dané vyrokové formule jsou logicky ekvivalentni.

71



Dale uvadime nekteré logicky ekvivalentni formule ¢asto uzivané ve vyrokové logice.

El -(pPAQ)~=pv-q } de Morganovy zakony

E2 1= (va~=-pr-g

E3 PAQ~QAP komutativnost konjunkce

E4 pvg~qvp komutativnost disjunkce

ES (PA@ AT ~pA(QAaT) asociativnost konjunkce

E6 (pvagvr~pv(gvr) asociativnost disjunkce

E7 pAa@vn~PEagv(pAar) ¥ vzajemna distributivnost konjunkce a
E8 [pv@an~@(@va)a(pvr) disjunkce

E9 —(=p) ~p zakon dvojité negace

E10 |(pv-p)~P zékon vylouceni tfeti moZnosti
E1l |(pA=p)~N zékon sporu

E12 |(p=09) ~-pvyg

E13 |(peag~(pP=aA@=p)

El4 |(pAp) ~p idempotence konjunkce

ES |(pvp) ~p idempotence disjunkce

E16 |(pAP)~p neutralnost P vii¢i konjunkci
E17 |(pAN)~N agresivnost N vii¢i konjunkci
E18 |(pvP)~P agresivnost P viici disjunkci
E19 |(pvN)~p neutralnost N vii¢i disjunkci
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